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Punkty od 2 do 5 —termin przestania do 6.06,2020



Katy w okregu

https://www.youtube.com/watch?v=6dB1ApldeQS8

https://www.youtube.com/watch?v=bh21RtsroAc

https://www.youtube.com/watch?v=1KxteDyuANI

Okrag opisany na tréjkacie i okrag wpisany w tréjkat

https://www.youtube.com/watch?v=TNINx-ImZlo

https://www.youtube.com/watch?v=LHNTWTe4dzk

https://www.youtube.com/watch?v=W-ZzPJfCcZE

https://www.youtube.com/watch?v=z63aiDXSt-U

Twierdzenie sinuséw i cosinuséw

https://www.youtube.com/watch?v=XKbx540iHGs

https://www.youtube.com/watch?v=RNkWj4-ny8chttps://www.youtube.com/watch?v=by3yd4XihRg




6.1. Dlugos¢ okregu i pole kotfa

Okregiem o §rodku O i promieniu r nazywamy zbiér wszystkich punktéw
plaszczyzny, ktérych odlegloéé od punktu O wynosi r.

Dtiugoéé okregu o promieniu r wyraza sie wzorem: [ = 277

Dowolne dwa punkty A, B nalezace do okregu dziela ten okrag na dwa tuki.
Jesli nie sg one pélokregami, to méwige Iuk AY?”., mamy zwykle na mysli
krétszy z nich. Czasami, by uniknaé niejednoznacznosci, stosujemy oznaczenie
trayliterowe APB (rysunek ponizej).

B
Dlugoé¢ tuku okregu o promieniu r wyznaczonego P
przez kat o mierze o wyraza si¢ wzorem: Q
=
L— T66° 27r A
Cwiczenie 1

a) Jaka miare ma kat AOB, jedli punkty A, B, lezace na okregu o érodku O
i promieniu r, wyznaczaja tuk dtugoéci ant

b) Punkty A, B leza na okregu o érednicy 10 cm, |AB| = 5 cm. Ile jest réwna
dlugosé tuku AB?

Kolem o $rodku O i promieniu » nazywamy zbiér wszystkich punktéw plasz-
czyzny, ktérych odleglo§é od punktu O jest mniejsza lub réwna r.

Pole kota o promieniu r wyraza si¢ wzorem: P = 2.

Czeéc¢ kota o érodku O ograniczona hikiem AB i promieniami OA i OB na-
zywamy wycinkiem kota.

B
Pole wycinka kota wyznaczonego przez kat o mierze a
wyraza sie wzorem: Q
P=_2 .52
360° A

Cwiczenie 2
a) Oblicz pole wycinka kola o promieniu 2 wyznaczonego przez kat 22°30/.
b) Oblicz pole wycinka kola o promieniu /3 wyznaczonego przez kat 315°,

¢) Pole wycinka kola o promieniu 6 wyznaczonego przez kat a jest réwne 2.
Oblicz miare kata a.
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Czgsé kota ogr
odcinkiem kok

Przykiad 1
Oblicz pole od
cigciwe AB 1 k
Obliczamy pol
P
Nastepnie obli
p;-

Zatem pole od
Ps

Cwiczenie 3

Punkty A, B
AOB =30°. C
a) wycinka kol
b) odcinka kol

ZADANIA __

1. Bok kwadr
pole zacien

2. Cieciwa lac
niu 5 ma d
nych przez

3. Wkoleos
figur, na

4, Oémiokat .
0 promieni
Qlyeeny O
metycznez
a) Oblicz
przez kat ¢
b) Oblicz
po przecin
czonych pr



5]

Creéé kola ograniczona hukiem ABi cieciwa AB nazywamy
odcinkiem kota.

4 Przyktad 1
Oblicz pole odcinka kola o promieniu 4 Wyznaczonego przez
cigciwe AB ikat AOB = 60°.

ﬁ Obliczamy pole wycinka kola OAB:
L . P1=3§6Q(;7v7r-42:%7r B
Nastepnie obliczamy pole tréjkata AOB:
Py=1-4-4sin60° =4v3 < '
P Zatem pole odcinka kola: A
P:P1—Pz=%ﬁ—4\/§

A

@

A Cwiczenie 3
Punkty A, B nalezace do okregu o érodlku O i promieniu 12 wyznaczaja kat
AOB = 30°. Oblicz pole:
0 a) wycinka kola wyznaczonego przez ten kat,
b) odcinka kola wyznaczonego przez ten kat.
1a
ZADANIA
1. Bok kwadratu ma dlugoéé 6 (rysunek obok). Wykaz, ze
& pole zacieniowanego obszaru jest mniejsze od 9.
2. Cieciwa laczaca punkty Ai B lezace na okregu o promie-
nin 5 ma dhugoéé 54/3. Oblicz dlugosei tukéw wyznaczo-
e nych przez te punkty oraz pola odpowiednich wycinkéw.

3. W kole o érodku O i promieniu 4 poprowadzono cigciwg AB. Oblicz pola
figur, na ktére cigciwa podzielita kolo, jesli pole AAOB jest rowne 4v/2.

4. Odmiokat ABCDEFGH jest wpisany w okrag
o promieniu 3 em. Miary katéw érodkowych:
Q1,..., 08 sa kolejnymi wyrazami ciagn aryt-
metycznego o réznicy réwnej 10°.

a) Oblicz pole wycinka kola wyznaczonego

przez kat as.

b) Oblicz z dokltadnocig do jednego miejsca
. po przecinku sume pol odeinkéw kola wyzna-

czonych przez katy as i as.
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Cwiczenie 6 jes
Promieh okregu jest TOWEY o W EHAEES

b)

Cwiczenie 7
Wyznacz miary katéw: &, 31 7-

a) @
407
O
4
B8

Kat miedzy styczna a cieciwg okregu

Kat zawarty miedzy styczng a cigciwg okregu popro-
wadzona z punktu stycznosei (zwany katem dopisa-
nym do okregu) jest réwny katowi wpisanemu opar-
temu na tuku wyznaczonym przez koilce tej cigciwy.

Cwiczenie 8
Uzasadnij powyzsze twierdzenie.

ZADANIA

1. Punkty: A, B,C,..., P dziela okrag na 16 tukéw
o réwnej dhugosei. Punkt A lezy na jednym z ra-
mion kata érodkowego 3. Ktory z punktéw lezy
na drugim ramieniu tego kata?

AR —thE c\ B E=I2a5E
bisG = 112.5° d) 8= 3152

2. Dany jest okrag o promieniu 6. Podaj miare kata Wpisanego opartego 1
tuku tego okregu, jesli uk ten ma dlugosé: a) 2w, b) 37, ¢) L7 d) T
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6.3. Okrag

Okrag nazywamy op
naleza do okregu. Na k
ponizsze twierdzenie.

'I'_WIERDZENIE?(

W tréjkacie ostrokatnym W tréjkacie prostokatnym sro- W trojkacie rozwartokatnym
érodek okregu opisanego  dek okregu opisanego jest srod-  srodek okregu opisanego lezy
lezy wewnatrz trojkata. kiem przeciwprostokatnej. na zewnatrz trojkata.

Cwiczenie 1

Udowodnij, ze symetralne bokéw tréjkata przecinaja sie¢ w jednym punkcie.
Wskazéwka. Rozpatrz najpierw odlegloci punktu przeciecia symetralnych dwoch bo-
kéw od wierzchotkéw trojkata.

Przyktad 1

W tréjkacie réwnoramiennym kat miedzy ramionami ma miare 30, a pod-
stawa ma diugo$é 2. Oblicz promien okregu opisanego na tym tréjkacie oraz
odleglosé érodka tego okregu od podstawy tréjkata.

(&

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku obok. Wow-
czas S AOB jest katem §rodkowym, opartym na tym
samym tuku co kat wpisany ACB, zatem:

JAOB =24 ACB = 60°, czyli trojkat AOB jest
réwnoboczny, zatem R = |OA| = |OB| = 2. Odci-
nek OD jest wysokoscia w tréjkacie réwnobocznym:

oD|= 25— v3

6. Planimetria






Istawa trdj-
ma promien




przedstawiono kat
tyczny do ramion
Ai B. Uzasad-

miedzy polem kola opisanego oraz polem kota wpisa-

boku a, b) w szeciokat foremny o boku a.

t foremny o boku diugosei 1. Oblicz dlugoéé okregu

\ tym o$miokacie, b) wpisanego w ten oémiokat.

¢ foremny o boku dtugosci 2 ¢m. Uzasadnij, Ze réznica
1 kola opisanego na tym wielokacie i polem kota wpisanego
ost rowna 7 cm?, niezaleznie od liczby bokéw wielokata.

1y o boku dlugoséci a opisany na okregu o pro-
Jole tego wielokata jest rwne in-a-r

okat (dowolny) o obwodzie rownym L jest
eniu 7, to pole tego wielokata




przeciwpmsl 0
o trojkata.
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Cwiczenie 7 2l ramie — dlugogé

Podstawa trojkata réwnqr_amil i
Oblicz promiefi okregu wpisanego

a) z=12,y=10

o ma dhugosé 7, 8 180
W ten trojkat.
p)a=10,y=13

ZADANIA
réwnoramienny o kacie mieday

opisano trojkat e
; bokow tego trojkata.

1. Na okregu o promieniu 3 kat
Oblicz diugosci

ramionami TOWnym 1205,
ma diugosc 8, a jeden z ka-

jkata prostokatnego
gu wpisanego w ten trojkat.

2. a) Przeciwprostokatna t16 ot
Oblicz promien okre

téw ostrych ma miare 30°.
b) W tréjkacie prostokatnym krétsza przyprostokth?a :
den z katéw ma miare 60°. Oblicz dlugosc¢ okregu wpisanego W ten trojkat.

ma dlugosc 6, a je-

3. W trojkat réwnoramienny O podstawie dtugoéci 6 cm i wysokosci 4 cm
wpisano kolo oraz w trojkat réwnoramienny o podstawie dlugosci 8 em
i wysokosci 3 cm wpisano kolo. Oblicz réznice pol tych kol

4. W trojkat réwnoramienny o podstawie dlugodei 4 cm 1 ramieniu diugosci

6 cmn wpisano okrag. Oblicz promien tego okregu oraz odleglosci srodka

okregu od wierzchotkéw tego trojkata.

5. a) Uzasadnij, ze pole trojkata réwnobocznego o boku
dlugoéci a wyraza si¢ wzorem = %ar, gdzie r jest
promieniem okregu wpisanego W ten trojkat.

b) Uzasadnij, ze promienf okregu wpisanego w trojkat

réwnoboczny o boku dlugoéci a jest rowny 3%_?—’51,.

¢) Oblicz pole trojkata réwnobocznego opisanego na okregu o promieniu 2

6. Oblicz stosunek pola kola opisanego na tréjkacie réwnobocznym o bok
dlugoéci a do pola kola wpisanego w ten trojkat.

7 Dal?y jest tréjkat prostokatny réwnoramienny o przeciwprostokatie] Al
gdzie A(—5,—3), B(—5,5). Oblicz pole kola wpisanego w ten trojkat.

8. W trojkat rc’)\jvm.)ramienny 0 kacie przy podstawie réwnym 307 wpisal
okrag o promieniu 2. Oblicz pole tego tréjkata. L

9, s : Bt
ZZS:;;;;Jk@g \-milsano okragg o promieniu 4. Jeden z bokdéw tego trojkl
e ;())(;) liz1e ony p}”z.ez punkt stycznosci okregu na odcinki diugosc
! cz dlugosci pozostatych bokéw tego trojkata ‘7






okiem, przekatne 7
punkt przecigcia
stosunku.







ZADANIA

1. Ktérez ponizszych zdan sa prawdziwe?
A. Kazdy romb. ktérego wszystkie katy sa rowne, ‘
B. Istnieje réwnoleglobok, ktérego wszystkie boki 53 réwne.

C. Kazdy czworokat 0 réwnych bokach, W ktoérym przekatne prze

pod lcz_.u;m prostym, jest kwadratem.

D. Réwnoleglobok, ktorego przekatne s3 réwne, j
cazdv czworokat majacy dwie [
" R(Ed}' R Carif, Deltoidem nazywaimy €Z
pary bokéw rownych jest TOW nole- ¢ i -3
globokiem. wypukly magqcy, wie pa
- siednich bokow rownych.
2. Uzasadnij. ze przekatne deltoidu D
przecinaja sie pod katem prostym. !.
A ) i

Wyprowadz wzor na pole deltoidu.

3. Dwa katy przy dluzsze] podstawie ‘

jest kwadra

est prostokatem. -

trapezu maja miary a 1 3. Oblicz B
miary pozostalych katéw tego tra- |AB| = |AD| oraz |BC| =| DO
pezu. raer e i

) @—30°. B=T5° b)a=60°, f=45° c) e=80" 3 = 90°

Wykaz, ze jezeli przekatne réwnolegloboku sa prostopadle, to jest on rom

bem.

Bok rombu ma diugosé¢ 4 cm, a suma dlugosci jego przekatnych jest rov

10 em. Oblicz pole i wysoko$é¢ tego rombu.

6. Roéznica miedzy dlugoscia przekatnej kwadratu i dlugoécia jego boku
nosi 2 cm. Oblicz pole i obwdd tego kwadratu.

7. Dluzsza podstawa trapezu rownoramiennego ma dhugoéé 6 cm, a kat mig=
dzy przekatna a ta podstawa jest ré6wny 30°. Oblicz dtugoéé krétszej pod=
stawy, jezeli wysoko$¢ trapezu jest rowna 2 cm.

8. W trapezie réwnoramiennym katy przy krétszej podstawie sa trzykrotnie

wieksze od katéw przy dluzszej podstawie. Krotsza podstawa ma dlugosé

4 em, a odeinek laczacy érodki ramion — 6 cm. Oblicz pole i obwod tego

trapezu.

9. Podstawy trapezu réwnoramiennego maja dlugodci 12 em i 6 cm. Oblicz
pole i dlugoéé ramion tego trapezu, jezeli jego przekatne przecinaja si¢ pod
katem prostym. -

344 6. Planimetria
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345 . Planimetria

Cwiczenie 5
a) Oblicz pole kola opisanego 1

hokach dlugobel 6 cin i 10

18 proﬂf,(}chiﬂ (8]
w ktorym stosunek dhug

pisano prostokat,

b) W okrago promieniu 20 cm w
le tego proslokati.

bokéw jest rowny 3:4. Oblicz po

Przykiad 1

Jedna z podstaw trapezu, wp

okregu, a jeden z jego katéw ma miare

trapezu.

Na trapezie mozna opisac okrag, wige jest to v

réwnoramienny. Kat ADB jest katem prostyim (jest

oparty na Srednicy), zatem:
sin 60° =

T V3 =2v3
2
Obie przekatne maja te sama dlugosé 2v/3.

isanego w okrag o promieni 2, Jest drednica te
607, Oblicz diugoAci prackatnych teg

S pLEva
rapez “.»_

=

=]

i stad:

Cwiczenie 6

a) Oblicz obwéd trapezu z powyzszego przykladu.
b) Jedna z podstaw trapezu jest rednica okregu na nim opisanego. Oblicz
obwdd tego trapezu, jezeli jego ramie ma diugodé 1 cin, a przekatne przecinajay
sie pod katem 60°.

ZADANIA

1. Katy a i 3 sa sasiednimi katami wewnetrznymi czworokata. Oblicz pozo-
stale katy tego czworokata, jezeli wiadomo, Ze mozna na nim opisac okrag.
) o= 45°, B =60° b) a = 100°, B = 50° Cika="120° 13 = 1508
2. Oblicz katy wewnetrzne czworokata ABCD, jezeli wiadomo, ze na czwo-
rokacie tym mozna opisaé okrag, oraz spelnione 84 ponizsze warunki
) ' |
a) $A=29C, gB=349D b) $A=34C, 4B =24C
3. Czy na czworokacie o podanyc i
A 7 : anych kolejnych katach. gdgie VALL
e b tacn, gdzie o« > (), mozna

a) a, 20, 3a, 4o b) 2a, o, 4a, 5u ¢) 3a, da. 30. 2
$ ’ ly DY, ¥

4. Oblicz promief 11 Opi
. N okregu opisanego ne Gl
¢ell opisanego na prostokacie o bokach diugosci 3 i 4.
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