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ZADANIA e e

3 pr? +0,1xt, v(z) = —62% + 4 4 R

|. Wskaz wérod nich wielomian:

; o wl) = 2

1. Dane sa wielomiany: ulr) = 2
Py 14 La8_ 1gb

w(z) = 34 + 37 74 5

i go i ai wspolezynniki: ag, @z, a; i
1 trzeciego, nporzadkuj go 1 podaj wspolez) 3, G2, 6y i qq,
b) stopnia piatego, uporzadkuj go, podayj wspolezynniki: as. aq, as, ay, a

a) stopnia

i ag oraz oblicz ich sume.

2. Obliez wartosci wielomianu w dla: z=0, 2= 3,
a) w(x) = 33 +2? 2203 ¢) wiz) =
+2 d) w(z) = =2 + 5% — 4z — 10

b) w(x)

3. Punkty: P(1,a), Q(—1,0), R(2.¢). S5(3,d) naleza do
i 3,3 Lgdy3p 44

v

Kl

wykresu wielomianu w(e) = a
Wyznacz wspélrzedne: a.b.c i d.

4. Ktére z punktéw: P, €. R naleza do wykresu wielo-
mianu u?
a) u(z) = 223 — 32% — 5 + 1,
P(-2,7), Q(0.1), R(2,-5)
b) w(z) =42 — 222 + 3 + %
P(-1,83), Q(3.2), R(-3,-1)

5. Oblicz wspolezynnik a wielomianu w, jedli:
e) w(z) = 2*+az?+3, w(—4) =3,
b) w(z) = 32% — 2 + a. w(3) = 0, d) w(z) = az' + 4 + 2, w(2) = —6.

a) wiz)=ar’+z+1, w(l) =3,

6. Oblicz wspilezynniki a, b wielomianu . jesli:
a) w(z) = —323 + ar? + by + 2. w(—1) =4, w(2) =20

b) wle) =2 +ar® + ba® + 2, w(=3) = 11, w(1) = 7

7. Podaj wielomian stopnia 4., ktérego Wspo

daj w mniki: ay, aq, az, az, a4 8
takimi liczbami, 7e kaz as e
Vi \ Ze l_xa‘zda nastgpna, zaczynajac od a, jest dwukrotnie
¢ksza od poprzedniej, a suma wszystkich jest réwna, 1
\ jes a1

. Korzys a, Z Lego, z 1 S i 1 5
Ystajac z 0. 5 a4 wWs 7 W mianu w jest row
8. tajas 80, ze sun {)0}( Zynnikéw elo J &)
u 1) obliez s 1mne v.spufu\nmk

| ow wielomiany:
8) w(z) = (23 — 27 4 7)(242 4 Uz +13)(22 - 1)
b) w(z) = (2,3 _ 5, + 2)100 .

1. Wielomiany

b;

1.2. Dodawanie i odejmowanie
wielomianow

Suma wielomianéw jest wielomianem. Aby ja wyznaczyé, dodajemy wystepu-
jace w nich jednomiany tego samego stopnia.

Przyklad 1
Wyznacz sume wielomiandw:

ule) =22 + 927 =642 + 32— 5 i wlx) = —3x° 4+ 22% —

w(x) + w(z)

Cwiczenie 1

Wyznacz sume wielomiandéw u i w. Podaj stopieni wielomianu u, wielomianu
w oraz stopien ich sumy.

= e w : "

a) u(z) = 17Tzt — 14a® + Te — 5, wlc) =62+ 1le® —50+5

2

b) u(z) = 927 — 132% + 102> — 2, w(z) = —9z7 + 6! — 122* +

Cwiczenie 2
Podaj przyklady wielomianéw u i w takich, ze st (u) = 4, st (w) = 4 oraz:

¢) st(u+w)=2, e) st (u+w)=0.

a) st (u+w) =4,
b) st (u+w) =3,

d) st(u+w) =1,

TWIERDZENIE

Jedli wielomiany: u, w oraz ¢ + w sa niezerowe i st (u) < st (w), to:
st (u+w) < st(w)

Przykiad 2
Wyznacz sume wielomianéw u(z
= - e & ) —
u(z) +wlx) = 823 + 5u? — Tx—82® — bz + Tz =10

) =8z%+ 522 — Tz i w(x) = —8x% —5r

Zatem suma u + w jest wielomianem Zerowyml.

Cwncze_&me 3‘ ‘ el PRI e Co
Dany jest wielomian u(z) = ap®" ¥ Gn-1: 2

< . o + ie&li u+w jest wielomia-
mozna powiedziec o w-a‘pc')l("/.\'umka(‘h wiclomianu w, jeSli u+w jest @
F: / : )

nem zerowym?







1.3. Mnozenie wielomianow

i 8 \aczy e, mnozyvimy kaz
1 ielamianow jest wielomianer. Aby g0 wyznack ny ]\f‘ﬂll.\—
[loczyn wielomik i ! S
; I rZez raz drugiego.
wyraz pierwszego wielomianu przez kazdy wyre

. S bl = e D D
Jomianéw u(X) = o — 3 iv(x) =2 s D

Przyklad 1

Wyznacz iloczyn wie

?(/?T\f\ LB
ulz) ~v(z) = (20— 3)- [ = & 2 3¢ "
=+ 10x

W wyniku pomnozenia wielomianu stopnia pierwszego praez wielomian stop-

nia drugiego otrzymalismy wielomian stopnia trzeciego.

TWIERDZENIE

Ioczyn wielomianéw stopniam i stopnia n jest wielomianem stopnia m-+n.

st (w - v) = st (w) + st (v)

Cwiczenie 1
Wyznacz iloczyn wielomianéw u i w. Podaj stopien otrzymanego wielomianu

—2—-1 ) ulx)=z—1,w(z)=2*+2+1
—z+1 d) u(z) = 5—3z+a% wir) =22 -1

a) ulz) =%, wlz) =a* +2

b) u(z) == —1, w(r) =

Przykiad 2

Wyznacz wielomian zmiennej = opisujacy objetos¢ pro- :
stopadloscianu przedstawionego na rysunku obok. Podaj = :
dziedzine tej funkeji. ‘ J: ‘
. e - ‘ "Bz
Objetodé tego prostopadlodcianu wyraza sie wzorem: L k-‘
-1 ¢

: 2z —1 >0
Viz)=(2e-1)(x+4)2z+3) dla { 24+4>0 czyli o > 5
22+3>0
Vi) = (Q,rr,_ V(@ +4)(20+3) = (22% + 82 — o — 4)(22 + 3) =
= (227 + T — 4)(22 + 3) = 42° + 622 + 1422 + 212 — 8z — 12

Wielomian V :
iclomian V(z) = 423 + 2022 + 132

dla > — 12 opisuje objetodé prostopadtos

5+

Cwiczenie 2
Wyznacz wielomia j & S S Kra
i I zimennej @ opisuj j §¢
; T opisujacy objetosé prostop Sci
Ea : 10 J@LOSC pros adioscia a-
wedziach: a, b, ¢. Podaj dziedzine tej funkeji : G

a)a=z—-Lb=x+1,c=g )
¢) a=2¢
bla=a+1l,b=z+2, c=2+3 3
. d) a=
ZADANIA

1. Wyznacz iloczyn. Podaj wspé :
2 2 iloczyn. Podaj wspélezynnik przy najwyzszej potedze oraz wyraz
wolny otrzymanego wielomianu, : z

N RS e e :
Al S e d) (6322 — 22%)(2% - 4)

b) (2 +2)(42% — 3z + 4) e) (2% +2a+ 1) (22 —a—1)
2 ] LN (5 o i
¢) (z¥—1)(2z' —z 4 1) ) (2= v2x? — e (V2 + = + 45?)

2. Podaj stopiefi, wspélezynnik przy najwyzszej potedze oraz wyraz wolny
wielomianu w bez wykonywania mnozenia. i .
a) wliz) ={z—1)1=z+ z2) d) w(z) = (z - 1)(x - 2)(x—3)
b) w(z) = (1 — 2)(22* — x + 3) e) w(z) = (1 —22)(1 + x)(3z* + 2)
¢) wlz) =1 —22)1 -2 +42%) ) w(z)=(42®*+1)(1 -3

3. Wyznacz wielomian v(x) = [w(x)]? i podaj jego stopien.

a) w(r) =% —42% +3 b) w(z) = \/i. 24 —2

4. Wyznacz wielomiany f(z) = ulz) - w(z) oraz glx) = [u(z)]? = w(z)-

a) u(z) =a*+3x—1, wix) = ot — 6x® — 202

2 4 1, wizr)=—6a+2

b) u(r) = ot —
e) nlz) =27

+o+1, wiz)=3%-2x+1

5. Wyznacz wielomian zmiennej & opisujacy pole powierzchni calkowitej pro-
odaj dziedzing tej funkeji.

stopadlodeianu o krawedziach: a, b6 B
L h=2+2e=2"—1

a)a=xz+1l,b=x+2,e= 95'—4 bla=z"
6. Dla jakich wartosci parametrow m i n wielomiany u i w majg te same
wspolezynniki przy odpowiednich potegach?
; : 4 3 2 .
a) u(z) = (x? — 3z + 1)(2? + 4x), w(z) =" +mz + nr? 4+ 4dx
b) u(x) = (4+ 22 =2V (22® —x +1);

w(x) = —4a8 + 22° + mat — &* + 0
o) ulz) = (2° + 22)(a? - 28%); wla) = (m+ e+ (2n=Da"ta

2

—dr 4+ 4




ruje sie réwniez wiclomiany

nnej rozpat

e jedne] #mie
Qprocz wielomianow jednej 200
wielu zmiennych, np-:

324y% — T2y’ -

2" jest wiclomianem dwdch zmiennych

u(z,y) = 3
+ 2% + 6yz jest

= Omy’z + 427
»ch zmiennych,
z jest wielomianem

w(z, Yy, 2)
wielomianem trze
Plx.y,z) = 22y 1 2z + 24 ]

ech zmiennych opisujacym pole |m\-.'l('rz('hm
calkowitej prostopadloscianu
r. 4, 2. Objetosé tego prostopadloscianu

o krawedziach dhu-

opisuje wielomian Viz,y,2) = 2y2.

7. Oblicz warto§¢ wielomianu w dla podanych argumentow i y.

g — Bay* + z=-2y=3

b) wizr,y)=2z"— %.r'z_i;" —1ry? - ﬁ,r_ul. =2, 9—=—4

8. Dla ktérej trojki liczb, P czy @, wartosé wielomianu w jest wigksza?
a) w(z,y,2) = 2ryz — day2® + 5.(‘;,'2 —62 r =1 r=—1
b) w(z,y,z) = 225 +a%y?z — Buy®2® + o i
3 / Yy K B Pidin=—F Cl<'yv=1
¢) wlz,y.z) = =1

9. Wyznacz iloczyn.

a) (22%y + 3oy®)(x —

; (2z%y + 3ay®) (x — y — 4) ¢) (x+y)(a? +y2)(x® + ¢°)
) (T +y)(z —2y)(z— zy+42)  d) (V2z- /3 ) ‘

10. Wyznacz iloczyn.
a) (& —2y)(y - 22)(z — 2z)

b) (+y+2)(z—y-2)

€) (22 —y)(3y + 22) (2 + y)(3y — 22)

d) (z+ oy + 2yz)(1 + 2 — yz) A

Wy ri
. Yznacz wielomia i I €
11 Yznacz wielomiay Op1 1y rézni
pola powierzchni calkowitej ‘)l(l\-/ ”l( :
i JWILE) prostopa.

i 0 krawedziach: g 4
#+ 11 pola powierzehni o
stopadlogei j

v Y+ 1,
alkowitej pr.

i j pro-
anu o krawedziach: i

Y, 2.

1. Wiek:

Miany




+1.7. Dzielenie wielomianow

ez liczbe b, rézne ;
by a przez liczbe b, réina od zera, polegy

¢ b. Na przyklad 72 :

7e podzielenie licz
I [ ‘ V
: 9 = 8, poniew:

liczby ¢, ze a = :
wielomian w jest podzielny przez wiclomiay

Przypomnijmy,
na znalezieniu takie]
79 = 8. 9, Podobnie mowiny, e

g #0, jesli istnieje wielomian p taki, ze w =P q-

Przyklad 1
3+ B 62) : (z+3) = 2 + 2z, poniewai:

460 =(x2+2r) (24!

Dazielenie wielomianéw wykonujemy podobnie jak
dzielenie liczb naturalnych. Dzielenie liczh
naturalnych

Przyklad 2

’ W , 7919 : 13 = 5g-
Wykonaj dzielenie (32 —x —4) : (x + 1). Sprawdz E.\jl‘) Lilé/=4ba
otrzymany wynik. =
81

—z—4):(z+1) =3z -4

+ 32

e
0

Ponizej wyijasnie .
) Jasmiamy, jak wyveladaly :

Jak wygladaly kolejne kroki pray wykonywaniu tego dzielenia
—z—4) (e +1) =3 £ i

) =dr 9.2 )
+ 3 dzielimy 32* pracs pierwszy wyraz dzielnika
— muozymy 3r przez dzielnik x + 1
odejmujemy

izie \
dzielimy —4z proez pierwszy wyraz dzielnika
lr—4
ol mnokymy —4 preey dzielnik
! odejmujemy
) | OtrzymaliSmy reszte r6wns
Sprawdzenie: (37 — 4)( + 1)=3z243 L
= TOT—4p — 4
Cwiczenie 1
Wykonaj dzielenie wi
vkonaj dzielenie wielomiandw Spr.
a) (x° — 6z + 88 (m= 4)
Nk ¢) (z¥ —

b) (942 1 2.
) {9 9L —12): (x 1)

awdz otrzymany wynik

d) (204 4 5,3 +22-92): (2 +2)

Tak jak iloraz liczb naturalnych nie zawsze jest liczba naturalng, tak nie zawsze

istnieje wielomian p taki, ze w : ¢ = p. Wykonujemy wowezas dzielenie z reszty

Przyklad 3 Dziclenie liczb

Wykonaj dzielenie (52~ + 13 + 11) : (x + 2). Sprawdz naturalnych
otrzymany wynik. 75210 = 83
13z +11) : (
=+ 10
T 3w+ 11
3z+ 6

B 5 752 = 83-945

W wyniku dzielenia otrzymali$my iloraz réwny 5z +3 oraz reszte rowng. 5. €o

s i ;
oznacza, ze: b~ + 13

Sprawdzenie: (5x + 3)(x +2) + 5a? + | +6+5 =5z + 13+ 11
I

Przykiad 4
Wykonaj dzielenie (22 —5): (22— 3) otrzymany wynik.

otrzymalismy reszig rowna —33

Sprawdzenie:
rta—13

Cwiczenie 2

Wykonaj dzielenie wielomianow Sprawdz otrzymany wynik

a) (2 —8x+19):(x 5) 1) \_.r"-T.J"\ L7 —16) : (z+4)
b) (da? + 6+ 7): (22 +1) d) (3r% 4 92% — T2 —dx): B —1)

& )
3 ] WA an ar
Zwroémy uwage, ze wykonujac dzielenie wielomianu w pre€ 7z dwumiar lt }
y = e . 34 - Wszte . ktora jest liczbg
otrzymujemy jako iloraz pewien wielomian p oraz resztg T ] !




32 1

o

Cwiczenie 3 = pla)glz) + 15 gdzie wielomiy,
Sl i
Je

: by W taci w(T) =
Zapi Jomian w W PO° ! v :
Zapisz wiel sta 7 dzielenia wiclomianu @ przez dwumian - sl
i 7 y — [OSALR %
ilorazem, & 7 i}
alz) =% — 4
a) w(x) = /] . .
b) w(z) = {, glz) =T+
¢) w(x)= rt+a a4z, qlr) =%~ 1
‘ ) = . 9
d) w(z) = gpt — p* 4+ 91 - 1, glw)=x+=
»nia wielomianu w praez dwumian ¢ jest réwna i
1o

Jeéli reszta z dzielé
méwimy, ze wielomian w jest [unllwln) przez dwumian ¢.

PAMNEee—

1. Wykonaj dzielenie wielomianu w przez dwumian ¢q. Czy wielomian g jest
] ) S € [E3

podzielny przez dwumian q?

a) w(z) =22% - br—12, g(z)=x—4

b) wlx)=2® —22?+ 3z -4, glz)=a+2
¢) w(z) = —2¢* + 327 + 6, q(z) =x—3

d) w(z) = glr)=x+3
e) w(z) =2 glz)=xz-1

2. al zielenie wieln i
\\‘\kon‘l‘]r(imlr nie wielomianu w przez dwumian q. Zapisz wielomian w
W postaci w(z) = p(z)q(x) +r.
8 wiz) =2
b) wiz) =
¢) wir) gzl=z—1
d) w(z) =23 + 822
(d 3 8x r— )
B ; tlz -4, ¢(z)=z+6
) W(E) =20° 4722 4. 35
: : t~2, qla) =g 4 L
f) wiz) = S :
=
5 . ’
Wykonaj dzielenie

Wwielomiany 1y pra
=plz)g(z) + r.
a) w(z) = 49 +82% L4y — 9

b) w(z) = 343

W postaci w(z)

9(r) =2r + 1
q(z) =38z —1

3z 44
1

3 -

+52? x4y
(-) {1‘(_1;' = 'j.r“‘ +5‘1_2
d

]

=4z -]
) w(z) = £3 2 » 4(z)
Tt 11 4 2, g r)

i

T+ 3

Wielomiany

ez dwumian g. Zapisz wielomian @

4. Sprawdz, ezy dzielenie zostalo wykonane poprawnie

Dla dowolnych wielomianéw w i ¢, gdzie g nie jest wielomianem zerowym,
mozemy wykonaé dzielenie wielomianu w przez wielomian ¢. Jako iloraz
otrzymujemy pewien wielomian p oraz reszt¢ r. Reszta 1 albo jest wielo-
mianem zerowym, albo zachodzi zaleznodé: st (r) < st (g).

Méwi o tym ponizsze twierdzenie.

Dla danych wiclomianéw w i g, gdzie q # 0, istnieja wiclomiany p i r

takie, ze:

w=p-q+7
oraz r =0 lub st (r) < st(g).
Przyklad
Wykonaj dzielenie (223 + 8z —1) : (z* + = +3).
(: 2 18 —1):(2? +a+3)=20—2
—1
6

Otrzymali§my reszi¢ r(x) = Ax + 5, czyli zachodzi nastgpujaca rOWNoSE:
02 4 8z — 1 = (22 —2)(a* + = +3) + (4 +5)

Zauwazmy, ze reszta jest wielomianem stopnia pierwszego.

5. Wykonaj dzielenie wielomianu 1w przez wie lomian . Zapisz wielomian

W |m.-1:u'i w(z) = plxr)gle) ol

r — 4, qlx)

a) w(z) = —¢
b) wiz) =
¢) wlx) =2
d) wiz) = ot — .

e) wlx)= x4 6 — 2,

3% —br+2, g(z)=
— 24zt 1
—1

qle)
v+ 3, qlz) = v




*1.8. RownosC wielomianow

- me, gy s ZOTOWE lub gdy maja ten sam stopier ;

o anv 54 Io' , BUY °% E g
va wielomiany 5% \TAC 3 a
oy slezynniki prey tveh samych potegac h zmiennej. "
PO’ {0 -

rowne ws

Cwiczenie 1 . i -
arametru a@, z¢ wielomian w(x) = 3axr? — N,

(zv istnieje taka wartosC P 92
: s

jest rOWny wielomianowl t:
£ 3

f 2 s d B =3 —c+1 c) ulz) = —942
a) u(z) =6z -z +3 b) u(z) ) ul 92? — 5418
Przyklad 1
Dla jakiej wartosci parametri m prawdziwa jest ponizsza rownos$é?

2

(3% + 8ot =5 —6): (x+m) = Bre— a2 —2

Cheemy sprawdzié, dla jakiej wartosci m zachodzi rownosé wielomiandw:
. 2 s S iy
334802 —5r—6= (32 —x—2)(x +m)

Wykonujemy mnozenie:

(Bat —2—2)(z+m) =32+ 3maz’ —

— T — 20 — 2m =

3 © 2

+ Bm—1)z* — (m + 2)x — 2m
/ EA e e . :
Aby wielomiany: 32° +8z% — 5z — 6 oraz 3x° +(3m — 1)z — (m+ 2)z — 2m
e ’ o & ) — 21
byty réwne. spelnione musza byé réwnodci:

Im—-1=8 wspolezynniki przy &* musza by¢ réwne

-m—-2=-5 dlezynni
2 5 wspolezynniki przy x muszg byé rowne

—2m==§ v

2m =—6 wyrazy wolne musza byé ré

‘\‘h?‘vs{ki(’r e ; 3 4 byc rowne
\ Izy rownosei sy jednoczesnie prawdziwe dla m = 3

Przykiad 2

Wyznacs wartoss

i &'.[JZ'I)M:(Z(;: aj"f?ifi;ii:‘:il [1’ "ﬂ.k‘ aby iloczyn wielomianéw f(z) =az—14

\\‘_\-znaczann’ ilo(;z‘vn f- y .
f(@) - 9(z) = (am - 4)(az - 1‘) : PR e daz +4 = a*2® — Sax + 4

ng:.ils;v:“ﬁ —5az +4 oraz b

Aby wielomiany flz)-

Towne, - :
e () = 922 + 152 + 4 byly

h samych potegach, cayli:

4 by¢ row,
czynniki Przy tyol

a? =
9 stad ¢ = _g liba =3

1. Wielomiany,

Cwiczenie 2
Dla jakiej wartodci parametru m prawdziwa jest réwnosé:

A )l - P 3
a) (x 2 S5e+2) i (z—m)=z>+

b) (a3 -2z 232 +60): (&£ —m) = 2% + 2¢ — 157

Cwiczenie 3
Dla ja

mianowi h?

j wartoéci parametrn m iloczyn wielomianéw f i g jest rowny wielo-

a) flz)=z—m, glz)=2+T7, h(z) S I |

b) f(x) = %m.r -2, glg)=z+2m+1, hiz)==x

¢) flx)=mz+1, glo)=a—2m, hiz)=2 3r 41

ZADANIA
1. Dla jakiej wartosci parametru a prawdziwa jest rownoscé:
a) a’ — 72— — 15 = (2% + ax + 5)(z — 3),

b) 2% + 2?2 — 17z — 20 = (a? + az — 5)(= + 4),

‘ 2 : .
) 20 — 4x* — Tz + 18= | +ax+9)(z+2)7
2. Dla jakich wartoSci parametrow a i b wielomian u-v —w jest wielomianem

zerowym’

+az+b, wlz)

a) GlE)=—1

b) u(x) = 2az +b, v(x 2 —a, wx)=2— 6

3. Dla jakich wartoci parametrow a i b prawdziwa jest rOWnosé:

5 4+ az® + bz + 3)(x —5),

a) —apt + 5 - 4+ 8—15=(-x

b) 2z — 734+ 23% — 3 = ({ 34 qx? 4 b + 3)(x — 1),

_ 3t +Tex+3= (223 + ax® + bx+ 6)(x+

c)
4. Przedstaw wielomian w jako iloczyn dwach trajmianow kwadratowych

o wspolezynnikach catkowitych.

*¢) w(z) = ot —3a® +dw —:3

*d) w(x)




*1.9. Twierdzenie Bézouta

i wielomianu preez dwumian r — a, ““’}Hm
eleni

2 i ) ; 52 4 Jeny,
Wpkonuat (zasami interesuje nas tylko reszta z dzieleniy A
 reszte . Czasall

'\\(.“‘..

raz p oraz

Ellm!‘;lﬂl'.jzﬁ\ W pon ladzie.

% iZszym Prey
moZenty

Przyklad 1
Oblicz reszte z d
z—4

D & =
sielenia wielomianu w(2) = g 9 przez d

\\,\Im[;”I

Wielomian w zapisujemy W postaci w(z) = p(x)(x —4) +r. Dla x = 4.
wd)=pd)(4—-4)+r= 0+r=r

Obliczamy reszte z dzielenia wielomianu w przez x — 4:

r=w)=1-£+4£2-3.4-5=8+16-12

TWIERDZENIE O RESZCIE

Jesli r jest resztq z dzielenia wielomianu w przez dwumian

r=uwla).

= a to

Cwiczenie 1

Udowodnij twierdzenie o reszcie, kor:

zystajgc z tego, ze wielomian w mo
T)(z—a)+r.

przedstawic w postaci w(z) = Pl

Przykfad 2

Oblicz reszte

z dzielenia wielomiany w(z) = 223 4 302 _ SN

Z+ 2, nje wykonujae dzielenia,
F=w(-2)=2.(-2)8 L 3.(_ o2

=) B U () 45 = 164 12494 5=3
Cwiczenie 2
Obliez reszte

Z f|£i(‘li‘nn s .
it A wielomi; e
lenia, A0U W przez dwumian ¢, nie wykonujac dzie-
a) “‘( z) =
.y =g T
~2r=8 o
5 % )= .
b) w(r) = 433 7)) =z — 3

‘ AL g
€) w(z) = 254 o T v 41z) =
d) ‘

U =5 ot

1. Wielomiany

IS

Rozwazmy przypadek, gdy reszta z dzielenia wielomianu w przez dwumian

r — a jest rowna zeru, czyli gdy wielomian w jest podzielny przez dwumian

r — a. Mowi o tym ponizsze twierdzenie.

TWIERDZENIE BEZOUTA

Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu w wtedy i tylko wtedy, gdy wielo-
mian w jest podzielny przez dwumian x — a.

Zwrot wiedy i tylko wtedy, gdv™ w twierdzeniu Bézouta [czyt. bezu] oznacza, ¢
jednoezesuie prawdziwe sg dwa zdania

Jezeli liczba a jest pierwiastkiem wielomianu w, to wielomian w jest podzielny prozez
dwumian  — a

Jezeli wielomian w jest podzielny przez dwumian 2 — a. to liczba a jest pierwiastkiem

wielomiann .

Dowdd

Zalozmy, 7e liczba a jest pierwiastkiem wielomianu w. czyli w(a) = 0. Jesh podzielimy

wiclomian w przez dwwmian 2 — a. to otrzymamy wielomian p i reszte r:
w(z) = pla)(z —a) +7
Podstawiamy 1 = ¢

w(a) =pla)la—a)+r=r

Ale w(a) = 0, wiec 7 = 0, co oznacza, ze wielomian w jest podzielny przez r —a

Zalézmy teraz, ze wiclomian w jest podzielny przez dwumian r —a, czyli istnieje taki

wiclomian p, ze w(x) = p(x)(z — a). Wowezas wla) = pla)la —a) =0, ezyli a jest

pierwiastkiem wielomianu w.

Przyklad 3
— ol _a : O
Ktory z wielomianow: w(x) = 3 1952 —3x—10 czy u(z) = a"—:

jest podzielny przez dwumian & — 27

910 =848 — 6— 10 = 0, zatem wielomian w jest

w(2) =28 +2-2

podzielny przez dwumian x — 2

uw(2) =2 —-5-2°4+2-2-6=8- 2044 — 6 =—14 # 0, zatem wielomian u

nie jest podzielny przez dwumian  — b
Cwiczenie 3
Sprawdz, czy wielomian w jest podzielny przez dwwmnian ¢

3x+1, gl@)=z—1

a) wir) = bt —
r—9, glr)=2 +1

b) w(z) =
o) w(z) = -z + 34322 +11, gla)=2-3
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, dkach Anaj moéé jednego 2 pierwiast kw wielon
i zyPathe g . oy 18y
\ sewnyel Pr srwinstkOw 1y
b Jezienié chl_’.(*:”]_"[ll pierwia : Mg
liwia Znaies
ad 4 I 5 5 3 2

przyklad e wielomianu w(@) = T 12?2 + 4

L st pierwiastil T+ 6 W
Liczba 2 jest | ). Wy,

jego pozostate pierwias

fiabi ) et pirr\\iﬂﬁlkmn wielomianu w, WieC na podstawie tyw

Jczba = J& o7 ierg
wlstawic W poste “enj
Bézouta wielon dstawic w post i

jan ten mozna prec
A Ar?+T+6 plz)(z —2)

Wielomian p majdujemy, wykonujge dzielenie:

F6):(x—2)=:

2

4 6= (z* — 20— 3)(x— 2).

ozostalymi pierwiastkami wiclomianu w sg pierwiastki tréjmianu kwad
1 S 1 Kwadrato-

Zatem ¢* — 42?

o 2 _ @
wego 1= — 2z — 3. Sg to liczhy —1

Jedli liczba a jest pierwiastkiem wie
lomianu trzeciego stopnia w, to po-
z stale pierwiastki tego wielomian
(jezeli istnieja) mozemy wyznaczyt
W nastepujac

Cwiczenie 4

Liczba a jest pierwiastki

;'I'nu._p st pierwiastkiem wielomianu
w. acz jey :

\“\‘ nacz jego pozostale pierwiastki
Roz162 wielomian w na czynniki

sposGb:

1. Dzielimy wielomian w przez dwi-

a) w(r) T S 5
: +50° +25 -8 g = —4 mian x — a.
N ’ Fl ; ; R
u(z) = ~ 971 0= 2. Otrzymany iloraz jest trojmianen
o) wlz) =2 — 2 _ 10, kwadratowym, ktérego pierwiastk:
2—8,a=—2 o ile istnieja, sq pozostalymi pier-

d) w(z) = 3

% ;
AT —3r L8 g 3 wiastkami wielomianu w. Wyznaca-

my te pierwiastki
ZADANIA —
1. Oblicz -__\__\\__—_—_——_/
“ teszte 4 dzielen;s i
dzielenia, 12 wielomiany 1 przez dwumian ¢, nie wykonujac
a) wx) = _3,3
b) w(z) = oJ i a4 8z, or) =z +1
J ot S -
) w(z) =g8e3 4o 1+ 4 e
Tdr -4

o) =g -1

Wielom
any

2. L

W

a

b) w(x) + 13z +6, a=-2

«

iczba a jest pierwiastkiem wielomianu w. Wyznacz jego pozostale pier-

iastki. Rozl6z wielomian w na ezynniki.

Y w(z) =2 =622 =9z + 14, a=1

) wlx)

3, Sprawds, ktora z liczb: —1, 1 ezy 2 jest pier wiastkiem wielomianu w. Wy-

znacz pozostale pier wiastki tego wielomiann.

a) w(z)

¢ — 3 —dr+6 ¢) wix)

r—3 d) w(x)

) wlx) = 253 4+ Ta? + ¢

4. Dla jakich warto$ci parametru m wielomian w jest podzielny przez g7

e

Jedli g jest wielomianem drugiego stopnia,
wié w postaci w(z) = plx)
wielomianu w preez wielomian g.

2

qz) =% +3

2 D)

z—6, glz)=3—2

tx+ 7, qlz)=3+ 1

Sprawdz, nie wykonujac dzielenia, czy wielomian w jest podzielny przez

wielomian

a) wiz) = -

to wielomian w mozna przedsta-
g{z)+az+b, gdzie ax +b jest reszty dzielenia

Wyznacz reszie z dzielenia wielomianu w praez:

a) (z — 3)(w+ 2) jezell reszta Z dzielenia wielomianu w przez dwumian
a) (2 — 3)(z + 2), Jezell

2 — 3 wynosi T, a przez dwumian @ -+ 2 Wynosi =3,

a 7z dzielenia wielomianu w przes dwumian z —1

b) z* —3a + 2, jezeli resz
wynosi —1, & przez dwumian T — 2 Wynost 3.
a wielomianu w preez wielomian u, nie wykonujac

Oblicz resztg z dzieleni

dzielenia.

a) w(z) = 27 —33z+ 11, u(z) = (@ + 1)@ -

b) wlz) =2% -1, @)= 7 —1

ux. r—-l)h'—‘rlil‘.t‘*'lw

¢) w(z) =" — 3 4+ -1, ulz) = (
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Funkcje trygon®
pmslok?!t"Ym =1

Jedli o jest |
sinusem kata @

stokatnej lezace] e
huvr]‘\"l'“'v‘t“k‘?““l-l' a
sina = — T :
f & 1 b o
Podobnie mozemy zdefiniowac cosinus, tangens i cotangens kata a:
b oG tg o = P
m}su::. l]_"rl—i. CLE -= ;
) . : ; e T W
1. Sprawdi wartosci podane w tabeli, [ 30° | 4 ‘ 6
korzystajac z ponizs: veh rysunkéw. ——
sina
|
\ cosa |
/oA L [
{3 tg o
] \
607\ | etga
1
2
2. Podaj wartosci funkeji trygonometrycznych katéw ostrych trojkata
prostokitnego o podanych przyprostokatnych.
a) 3,4 9 1 5 1% :
b) 9. 12 c) 5, 12 d) 1,2
3. W tréjkacie prostokatnym dana i 4
in IL prostokatnym dana jest dhugogé przeciwprostokatnej ¢ oraz
SInus kKata ostrego iC7 Sl i .
: g0 a. Oblicz diugodei przyprostokatnych.
a) e=10, singx = ¢ F .
5 b)ie =25, sina =0
4. Wit

metryczne kata ostrego w trojkacie

owtorzenie

cata prosto mtnego, to B

y trd
katern ostryml L il
5 sunek diugosei przypro-

pazywamy st o- |
ego kata do dhigosci (

j naprzeciwko t

jkacie prostokatnym dany jest t

80s¢ boku a lezacego naprzeciwko kat
Wyznacz sina i cosa, ;

angens kata ostrego o oraz dlu-
a a. Oblicz obwad tego trojkata.

a) tga =24, a =19 b) t
3) tg o =

Uzasadni

2e podany zwia;
Y z2wigzek zachodzi mj i j
s Wiy 1 miedzy funkcjami trygonome
a) tga = sin o
Cos ax

) ¢) tga-ctga =1
b) ctga = ¢ g

YRONOMelryczne

—

*3.1. Funkcje trygonometryczne
dowolnego kata

Dla uproszezenia obliczefi, katy umieszeza sie czesto w ukladzie wspolrzednych
w ten sposob. ze poczatek uktadu jest wie

- zcholkiem kata. Jedno z ramion
kata, zwane jego ramieniem poczatkowym, zawiera sic w dodainiej pélosi
OX. Drugie rami¢ bedziemy nazywaé ramieniem koficowym. Kat odlozony
jest od ramienia poczatkowego do koficowego w kierunkn przeciwnym do ruchu
wskazéwek zegara

3 . 3

[ \ :

|/ 60 +€4 330
0 X ( ;] %

Cwiczenie 1
Oblicz wartosei funkeji trygonometryeznych kata a,

ia koncowego nalezy punkt (

jedli do jego ramie

Cwiczenie 2
Oblicz wartodei funkeji trygonometrycznych kata o |

$li do jego ramienia
koficowego nalezy punkt P.

a) P(3,4) b) P(6.8) ¢) P(V3.1) d) P(3.3v3)
Jedli P(a.y) jest dowolnym punktem lezacym na ramienin kohcowyin kata
ostrego o, réznym od poczatku ukladu wspolrzednych, to:

. ! Y
Sin @ = 2 tga==, #0,
T

COs (¥ =
gdzie r = |OP| = /2
Podane powyzej wzory sluza do zdefiniowania funkeji trygonometrycznych
dowolnego kata a € (0°;360°). Na rysunkach ponizej ramig koncowe kata lezy

odpowiednio w IL, IILi IV éwiartee ulkdadu wspolrzednych.
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DEFINICJA F

bedzie dowolny1n punktem lezacym na ramieniu koriegy,
R (z.y) be A = 7§ oy reh. 7 tedyv:
Niech P{".  + od poczatku ukdadu wspoirzednych. Wiedy:
kata a, TOZ1Y ¥ .
| 5 y tga= 4 (@70
| sina= 7. L g
S E = (y#0)
cosa = 7 v

gdzie r =y I

B ¥z galezy wylacznie od polozenia ramie
Jwaga. ha v = '

-i.waba kata punktu P. Nie okr
koficowezo ka Ltz
90° i 270° oraz funkeji cotangens dla 0°, 1807 i 360°.

idy ze stosunkéw

nig
amy wartosei funkei

T
a nie zalezy od wyboru

tangens dla

Przyklad 1 D
Oblicz wartosei funkceji trygonometrycznych kata c, jeshi do

ramienia konicowego tego kata nalezy punkt P(—3.4).
=¥ =_ : —z__3
lga= = (1g(l7"— i
r= /(=3 + 4 5. zatem sin o = j cosa = — _i

Cwiczenie 3
Oblicz wartosei funkeji trygonometryeznych kata o, jesli do jego ramienia
koficowego nalezy punkt P. Przedstaw ten kat na rysunku.

a) P(—4,3) b) P(8,-6) ¢) P(=1,-3)

d) P(-2,-6)
Przykfad 2
Oblicz wartosci funkeji trygonometrycznych kata 150°.
Zauwazmy, ze 150° = 90° 4 60°.

Rozpatrzmy tréjkat réwnoboezny POA

(ry-
sunek 3 3 Sci ‘
1ek obok) o boky diugodei 1,

whwezas;
0P| =1, |PP|= 3

Zatem punkt P :

wego kata 150

a stad:

1alezacy do ramienia ke
ma wspélrzedne (‘

OfCo-

5

sin 150° = é cos 150° = —

A ctg150° = —/3
Cwiczenie 4 g v

¥eh podanego kata.

| c) 210°
3. Funkeie ygunometyne

¥1
Ra ] |

W zaleznosci od tego. w ktérej éwiartce ukladu wspblrzednyeh polozone jest

ramie¢ koricowe kata o, wartodci:

sina, cosa, tga i ctga sa dodatnie lub

ujemnne.
dla o € (907 180") dla a € (0°;90%)
Cwiczenie 5 '|" nd >0
oS o x>0
Uzasadnij, ze: R ST
a) sina > 0 dla « € (0% 1807), ctga <0 | i 0
b) cosa > 0'dla a € (0°90°) U(270°; 3607, 1 & S (18F, 27070 dlaer & (10743600
S SIIL Cx 0 sina < 0
¢) tga > 0 dla a € (0°:90%) U (180%; 270°), cose < 0 0
£ o 0 0
d) etgax > 0 dla o € (0°:907) U (180%; 270%). ctg o >0 0
ZADANIA

1. Oblicz wartosci funkeji trygonometryeznych kata cx. jesli do jego ran

koncowego nalezy punkt P

a) P(5.12) b}y P(=5,—-12) ¢) P(V3.-1)

2. Uzasadnij, ze jesli punkt P(z,y) na-
lezy do okregu jednostkowego o Srod-
ku 0(0,0) oraz lezy na ramieniu

kata a, to: x = cosa, y =sino.

3. a) Na rysunku obok przedstawiono

rag jednostkowy z zaznaczonymi
punktami: Py, ..., Pr.
ze punkty: Py, Ps, P5, P; naleza do

Uzasadnij,

d) P(—/3.1)

Okrag o promieniu 1 nazywa-
my okregiem jednostkowym.

tego okregu.

b) Podaj miare kata a;, do ktorego
ramienia koficowego nalezy punkt
P dlas=Dil5000 T

¢) Przerysuj ponizsza tabelg do zeszytu i ja uzupeinij.

180° |

|

1
|

|
sma | 1 | B 7 2 |
COS x 7 7 Ijl {
tg o 7] l
ctg o

3.1. Funkcje trygor

Tometnye

dowolnego kat
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4. Oblicz . .
045 cos> 135 h) te 139
a) sin” 40

e -
nostkowyml. ktérego s

u ukladu wspolrzg

punktow

5. ‘Il\‘l\‘lxl“":l\iu{ 5
dek lezy W ;mv/‘nk !

nyeh, zaznaczono dwanascie i
wyznaczonyeh pracz r.‘nmu]::’n koncow
ktérych miary St wielokrotno-
Sciami 30 (rysunek obok): I

> )
rzedne punktow: Pi.. . Sk
ssza tabele do zeszytu

kgtow ;
i sodaj wspol-

b) Przerysuj poni
i korzystajac z rysunku.

uzupelnij,

60° | 120

6. Oblicz

a) sin? 120° + cos? 150

b)

7. W ktdrej éwiartee ukladn wspolrzednych lezy ramie koncowe k

a) sina >0 i cosa < (. c) sinee <0 i

b)tga <0 i cosa >0, d) cosa <0 i

8. Osmiokat foremny umieszezono w ukla-
dzie wspélrzednych tak, jak na rysunku
obok.

a) Oblicz dhugosé boku tego oSmiokata

b) Oblicz wartoéei fimkeji :
licz h\vllll{h(l funkeji trygonome-

tryeznych kata POA oraz kata RPOG

9. Punkt p( YOHv2 4

i
sina i cosa, j

a) a= 165, b) a = 195°,

go >
sinacosa > 07
-

o

*3.2. Kat obrotu

W zyciu codziennym czesto
spotykamy przyklady obro-
tow. np.: obrot kota (ro-
weru. samochodu itp.) ezy

obrét wskazéwek zeg

Niech polprosta OA po-

krywa sie z dodatnig poél-

osig OX ukladu wspolrzed- .

nych. Katem obrotu AOB nazywamy kat, o jaki it
nalezy obréci¢ pélprosta O A wokél punktu O, aby . kierunek
pokryla sie ona z pélprosta OB. Pélprosta OA \ obrotu
nazywamy ramieniem poczatkowym kata obrotu,

a polprosta OB - ramieniem konicowym.

Uwaga. Zamiast .kat obrotn” bedziemy krétko mowié  kat™ ey
Przyjmujemy, ze:
dodatni kierunek obrotu jest kierunkiem przeciwnym do ruchu wskazdwek
zegara,
ujemny kierunek obrotu jest kierunkiem zgodnym # ruchem wskazowek ze-
gara,
b

PR "
‘ \lk’ T}l / :m\\l

1 X \ /ﬁ'l 1
- \

X m’

Pélprosta OA po obrocie  Pdlprosta OA po obrocie Polprosta OA po obrocie

o 30° wokdl punktu O po- o 150° wokél punktu O po- o 210° wokét punktu O po-

kryje sie z polprosta OA:. kryje si¢ z polprosta OAa kryje sie z polprosta O Ay

y

iy
-

— 0 = T{ ;«J«l’f‘ 150 X

~

Polprosta QA po obrocie Polprosta OA po obrocie

o —150° wokét punktu O po- 0 =210° wokél pu
kryje sig z potprosta OBs

srosta QA po obrocie
0" wokol punkiu O po-
kryje sie z pélprosta OBy

u O po-

kryje si¢ z polprosta OBa
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cunkn ohok. Pél-

Przyklad 1
Rozpatrzmy kat i
prosta (A pokryje si¢ z pui‘J
wokdl |)ul"[;_|lkl1 ukladn wspo
po obrocie na prey ktad o katy:

(=1) - 360° + 15

AO B przedstawiony na Iy X
yrosta OB nie tylko po obrocie

Jrzednyeh o kat 45°. ale réwniez

360° + 45° = 405 e
= 765 (—2) - 360° + 45" = —07D

2. 3607 + 45

(—=1)-360° + 45 (—=2) - 360° + 45

23608 + 45

360° + 45
Ogdlnie. aby pélprosta OA pokryla si¢ z pélprosta OB, nalezy obrocié ja
wokal poezatku ukladu wspétrzednych o kat réwny k- 360° + 457, gdzie k jest
dowolna liczba catkowit.

Katy o mierze k- 3607 + 45°, gdzie k € C. maja wiec wspélne ramie koncowe.

Cwiczenie 1

Podaj, o ktére z podanych katow mozna obrécié polprosty
OA, aby pokryla sie ona z pélprosta OB (rysunek obok).
3907, 7507, 1100°, 1470°, —330°, —690°, —1050°, —1400

Przykiad 2
Zapisz miare kata w postaci k - 360° + a. gdzie o € (0°;360°) oraz k € C.
a) 1400° = 3 - 360° + 320°

b) 730°10° = 2. 360° + 10°10/

¢) =T700° = —2-360° 4+ 20°
d) —1080° = —3 . 360° + 0°
Cwiczenie 2

Zapisz miare kata w postaci k - 360° + @, gdzie a € (0%;360°) oraz k € C.

e) 1439°30/ g) —710°15
h) 630°20°

a) 850 ¢) —695°

b) 1413° d) 3590 f) —1079°25'

Podane w poprzednim rozdzia

le definicje funkeii
Slnis je funkeji tr
10gélnié na dewolny kat o + k L

Ygonometryeznych mozna
-360°, gdzie a e (- 360%) oraz k € C.

Etryezne

Dla kata a + k - 360° takiego, 7e o & (0 13607) i k £ €, definiujemy:

sin{a + k - 3607) = sina

cos{a+ k « 360°) = cosa
tgla+k-360°) = tga dlaa # 907 i o £ 270
ctgla + k- 360°) = ctga dla o #£0° i o< 150

Przyklad 3

Oblicz wartoSei funkeji trygonometryeznych kata 420°.

120° = 60° 4 360°, zatem:

sin 420° = sin 60° = 42 tg 420° = tg60° = /3
€08 420° = cos60° = ctg420° = ctg 60° = L3
Ramie koicowe kata 420
pokrywa sie z ramieniem
Prlykhd 4 koncowym kata 60°.

sin 750° = sin(2 - 360° + 30°) =sin30° = &

tg(—1035%) = tg(—3 - 360° +45%) = tg45° =1

Cwiczenie 3
Oblicz.
e) tg 1500

f) tg(—330°)

a) sin405 ¢) sin1125 g) cos(—6907)

b) sin 780 h) cos(—1035%)

d) tg 765

ZADANIA

1. Zaznacz w ukladzie wspotrzednych polozenie ramienia koncowego kata a.
a) a =315 ¢) a=570 e) a=—2130
b) o = —120 d) a = —1305 f) a = 4260

: . 4 L s s
2. Podaj miary katéw. do ktérych ramienia koficowego nalezy punkt P(1,—1).

lezy punkt P(3.3v3). Wyznacz o, jesli:
(—360°:07).

3. Do koficowego ramienia kata a na

a) a € (07 360°), b) o € (10801 140°), c) o€
o ramienia koficowego kata a?
e) a= 2310

f) a=-—1210

4. Czy punkt P(—+/3.1) nalezy d

a) a = 150° g) a=all

b) a = -210 d) a=—930°
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. ) 5 X i ) [0}

5 Pot I‘|Ulp; rOCHE y kat a |
prosté s I :

/]I)ip]n-l OB (rysui oho

& tata @ ed)i:
re kata @, J 10807 1440°),

kryla si¢ Y
N vznacz mia-

j) cos( —10807)
k) sin 630
1) teg(—1807)

L) m) tg 495

) cos 855
0) cos(- 495

D) clg 750

=—1 i o€ (360°540°),

=3

= -3 i e (720%9007),

- (07:360°), ¢ @ €
g - 1) a € (—10807: 720°).
b a € (3607 720°). 4} &
6. Oblicz. e
a) sin(—330°) e) cos 1140 g
b) cos(—675°) f) tg(-660°)
¢) sin 840 g) sin810
d) tg(—300%) h) cos 900
7. Wyznacz kat o taki, ze:
a) sina = 1 ae (360 -4507), d) tgao
h) sina = % i o€ (1080°1170°), e) tga
¢) cosa :} i ae(720%810°), 1) tga
8. Podaj, dla jakich katéw a:

a) sina = (0, b) cosa =0,

=

Wskazowka minutowa zegara ma
dlugos¢ 10 em. Oblicz, jaka dro-
g¢ przebedzie punkt na koficu tej
wskazéwki w czasie:
a) godziny, ¢) doby,

d) roku,

b) 250 minut,

. Wskazdwka godzinowa zegara jest
0 25% krétsza od wskazGwki mi}ub
tu'wej. Punkt na koniey wskazéwki
minutowej przehy} droge 36 cm. Ja-
fl{drug@ W tym samym czasie

Yt punkt na ko ho
dzinowej tego l:;zz: :thaZOW
gara?

prze-

ki go-

3 F
Unkeje v,.;;ummwtmzrlr-

c) tga =0,

d) etga =0,

V3 i a € (=360% —270°),

*3.3. Miara tukowa kata
Y ¥ Y Mierzenie kata w stopniach,
“-A\ minutach i sekundach zawdzie-
1807 czamy starozytnym Babilofi-
X X

N
907\
X

(0] 0} czykom. Uszywali oni szefé-
dziesigtkowego systernn zapisn
liczh.

Kat pélpelny Kat prosty

Kat pelny

Miare kata zwykle podajemy w stopniach. Gdy potrzebna jest wigksza do-
) kladnoéé, postugnjemy si¢ minutami oraz sekundami.

Aby podaé miare kata, mozna, oprocz miary stopniowej, wykorzystac:
» miarg tukowa - jej jednostka jest 1 radian, kat polpelny to = radiandw;
« miare gradusows — jej jednostka jest 1 gradus bedacy 5 kata pelnego
(miara uzywana w geodezji);

« tysiaczne artyleryjskie - jej jednostka jest 1 tysiacana artyleryjska bedaca

1o radiana (miara uzywana w wojskowosci).

Aby okresli¢ miare lukowa kata a, kredlimy z jego
wierzcholka okrag o dowolnie dobranym promieniu 7.
Miarg tukowg kata o nazywamy stosunek dlugosci Tu-
ku 1. wyznaczonego przez ten kat, do dlugosci proinie-

nia 7 okregu.

dlugosé tukn L

a= = — =
diugosé promienia 7

Jednostke miary tukowe] nazywany radianem, w skrcie piszemy: rad.

Miary tukowe kata pelnego, polpelnego i prostego sa odpowiednio rowne:

21

kat pelny: Z%r-

1 .«
B 2 .
kat polpelny: -_,_71

1 e
27T
v

- kat prosty:

Cwiczenie 1
Podaj miarg tukows

a)r=4, 1=6, e)r=% =%
byr=3%, 1=14, dyr=2 l=m

1.3, Miaca lukowa kata 129
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zalezy u-
miara lnkowa kata mv zalezy od dl

Zauwazmy, e :
1, gdvz o 11\~um‘lx obok).

jenia okreg

gosci prom
st ;nhfnwn\.u sie

Zatem wygodnie je
kowym. Mozemy Wig¢ przy]

u]‘ll giem jednost-

epujica de finic

iJEII\(I'\ R ks
Gwna dlugodei fuku.
o érodku w w ierzcholku kata).

| Miara tukowa kata jest 1 jaki ramiona tego kata wy-

| znaczaja na okregu jednostkowym {
| Kat ma miare 1 radiana (1 rad), jedli luk wyznaczony przez ten kat na
|

| ukn‘gll_](-_(hlusrl\()\\ ym ma (|Ill" §¢ 1. i = r R

Kat pelny ma miarg hikowa 27 radiandw, zateni:

180 . = >
1 rad = ~ 57.3° = 57°18'
m
natomiast:
rad = 14’;1? rad

A z\v_\'rz:pis,m'n|'mmi_ju: v nazwe jednostki.

Uwaga. Kiedy podajemy miare tukowa
, mowimy krétko:

= radiandw, = radianow czy 3 radianow

Zamijast:
kat o mierze 2
Przykiad 1 Aby wyznaczyé miare Tukowa kata 120°, mo-

a) Podaj miare lukowa kata 120 BT ﬁ}\uf-/'\\.mr FRCRER

120° =120° - g =

b) Podaj miare luko\m kata 1140°.

1140° = 1080° + 60° = 3-360° + 1 - 180° =3 27 + L - w = 6in
E E g/t
Cwiczenie 2
Podaj miare tukows kata.
a) 30° b) 45° c) 72 d) 780° e) 11°15

Cwiczenie 3
Podaj miarg kata w stopniach.

a) & b) 5q

12 D) g 4
6 c) =m 28
: /3 d) liJT e) T

W radianach bedziemy réwnies wyraza¢ miare kata ot
miarami tego samego kata wyrazo Srahg
nach, przy czym oy € (0°: 360° ¥
mozemy pisaé 2kr + q,

otu. Niech a; i o beda
" nymi odpowiednio w stopniach i w radia-
a dowolnej liczby k € € zamiast k-360°+a

3. Funkcje trygonometryczne

R

przykiad 2 Wartoel fonk
a) Oblicz cos Iz i kata 2 cji trygonome tryezuyeh kata o
) 1 At 2k + a, gdzie k € C, sy rowne,
oS HT_ =
= 008 3T = 08 45° =

b) Oblicz tg
e =
tg(—5m) =ta(—4r + 5) =g Z = tg60° = V3

Cwiczenie 4
Przerysuj do zeszytu przedstawiong obok tabele | ja
b c e

1|f.11|\e'|ntj, a nastepnie obl

S cx [
d) sin }?hu 1 ‘

g) l'(l.\'(—

e) sin(—4m), h) cos(

i) sin(—

ZADANIA

1. Przerysuj ponizszg tabele ¢

W stopniach

W radianach

2, Na rysunku ponizej przedstawiono dwie miary katéw: stopniowa i lukows.

Przerysuj go do zeszytu i uzupelnij puste miejs

0 6O 120 120
h I i —— t t + - - T 2
0 z [ 2 - 72’ 2 2
0 &) ? 15 & ? 90 105
b) = = 22 =
0 7) @ & ¢ : 7
3. Podaj miare lukowa kata.
a) 20 b) 315 ¢) T65 d) =420 e) —110
4. Podaj miare kata w stopniach.
- 9
a) 4 b) 57 ¢) B d) —3m e] —

(52

. Oblicz.

g
a) sin 37

3.3, Miara lukowa
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*3.4. Funkcje okresowe Przyklad 1

Na rysunku obok przedstawiono wykres

funkeji okresowej f o okresie podstawo-
wym 1" = 5. Oblicz f(101) i f(—96).

JOOL) = f(20-5+1) = f(1) =2

i o Dla funkeji f mamy:
S(=96) = f(=20:5+4) = f(4) =0 f@)=fz+5) = flx +2-8)=...

Cwiczenie 2
Na rysunku przedstawiono wykres funkeji okresowej f. Odezytaj z wykresu
okres podstawowy tej funkciji. Oblicz: f(=11), f(?‘ULl,). f(103).

. . (siegven: rni do nowin. Pelny ey
Na zdjeciach powyzej przedstawiono kolejne fazy Ksigzyea: od pelni de Iy eyk

zmian faz Ksigzyca trwa drednio 29 i pol doby.

pelnia
o , ,
100% a) ¥ b) Y
: 1 / — i P—s ‘___f
NOw, I
0% 29,5 59 88,5 czas [doby] u‘ 1 X N X
Schematyczny wykres pokazujacy. jaki procent tarczy Ksiezvca jest widoczny z Ziemi w ko- [

lejnych dniach cyklu.

- R 7 :
DEFINICJA . :
‘ Funkcje f okreslona na zbiorze D nazywamy okresowa, jesli istnieje liczba
| T #0taka, 7e dla kazdego argumentu z € D i dowolnej liczby calkowitej k:
z+kT € D oraz f(x + kT) = f(z)
Liezbe T nazywamy okresem funkji.

Na rysunku ponizej przedstawiono wykres funkeji okresowej. Jej dziedzing jest
zbitr liczb rzeczywistych. Okresern tej funkeji jest dowolna liczba calkowita
rozna od zera. Liczba | Jest najmniejszym
okresem dodatnim tej funkeji.

Przyplyw i odplyw oceanu - Zatoka Fundy w Kanadzie.

ZADANIA

Najmniejszy okres dodatni funkeji (jesli ji i f
hesT e — 1. Na rysunku przedstawiono fragment wykresu funkeji okresowej f: R — R
wowym albo zasadniczym. [4] 1 X 0 okresie T' = 4. Naszkicuj wykres tej funkeji dla z € (—6; 10).

et

Lwr6é uwage, ze jesli T jest okresem funkeji £, to kazd

s a liczba k-7, gdzie k jest liczt a o b
caltkowity rozng od zera, tez Jjest okresen te a k-T, gdzie k jest liczbg a) )

] funkeji.
Cwiczenie 1
\a rysunku obok przedstawiong wykres funk-
| cji okresowej f. Podaj okres podstawowy tej
| funkeji. e wynosi F(100), a ile £ lUOl)“"
77

132

b Funkije trygonometryzne 1.4. Funkcje okresowe 133
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» T = 2, wiedzac, Ze w prze-

2. Naszkicuj wykres funkeji okresowe j f o okresie T' =2, wiadag Prze
f

wsem funkeji g.

dziale (—1:1) pokrywa sig on z wykre

a) g(x) = |z| b) g(z) == o) glo) =1 -a* d) gle) = 358
3. Na rysunku przedstawiono wy-
kres funkeji okresowej f: R — R f
o okresie T = 4.
a) Oblicz sume wszy stl\uh roz-
wiazan rownania f(x) = 1 nale-
zacych do przedzialu ( 0 20). %

b) Oblicz sume wszystkich rozwiazan réwnania f(‘r) = 4 nalezacych do
przedziatu (0;400).

4. Uzasadnij. ze funkcja stala f(z) = ¢ dla kazdego = € R jest funkcja okre-

sowa, ale nie istnieje dla niej okres podstawowy.

5. Niech [z] oznacza najwieksza liczbe calkowita nie wieksza od 2. Naszkicuj
wykres funkeji f(z) =« — [z] i podaj jej okres podstawowy.

Sygnaly $wietlne wysylane przez latarnie morskie powtarzaja sie okresowo.
Charakterystyka swiatla wysylanego przez latarnie morska w Gaskach kolo
Mielna: $wiatlo — 2,5 s, przerwa - 1.2 s, $wiatlo — 2,5 s, przerwa — 1,2 s,
Swiatlo - 6.4 s, przerwa — 1,2 s (okres — 15 s).

zl——- -

T 30 s )

Wartosé 1 odpowiada swiatlu. 0 odpowiada przerwie.

6. Naszkicuj schematyczny wykres

przedstawiajacy charakterystyke
swiatla wy: sylanego praez latarnie
morska:

a) w Helu: swiatlo - 5 5, przerwa
5 s (okres wynosi 10 s).

b) w Krynicy Morskiej: éwiatto -
2 8, przerwa — 2 g, Swiatlo - 2 5,
przerwa - 6 s (okres wynosi 12 s).

Latarnia morska w Gaskach

3. Funkcie trygonometryczne

e W———

*3.5. Wykresy funkdji sinus i cosinus

Funkcje trygonometryezne mozemy traktow:

. : ac jako funkcje zmiennej x, gdzie
& jest dowolna liczba rzeczywisty bedaey mmr,; pewnego kata, wyrazong
w radianach. Wowezas dla dowolnego r ¢ R. sin(z + 27) = sinx oraz
cos(z + 2m) = cosw. Zatem sinus i cosinus 53 funkcjami okres

owymi o okresie
T = 2. Mozna wykazaé, Ze jest to ich okres podstawowy.

Dla dowolnego & € R: sin(z + 2k7) = sinz, gdzie k € C.
Dla dowolnego € R: cos(z + 2kr) = cosz, gdzie k € C.

Wykres funkgji sinus

W tabeli podano wartosci funkeji f(z) = sinz dla wybranych argumentéw
z przedziatu (0; 27).

” 1 1 1 L 2,13 24 5r | 4 3 5 x| L ‘

z |0|§m| g™ |57 | g7 [ 57|57 Le”t i) ] in [3n “ i O ) l?"'z"'l
" L|yv2|s3 B2 1 ,zl_»i o] -3 I
sinz [0] 3 1] 53 L Ol el 3 2 L 3 510

Na podstawie tabeli szkicujemy w_vkres funkeji f(z) =sinz dla = € (0;27).

Przyblizone wartosci funkeji sinus dla }I' f
innych argumentéw niz podane w ta- i =
beli mozemy obliczy¢, korzystajac 5 T 3 = 5

z kalkulatora, lub odczytaé z tablic
wartosci funkeji trygonometrycznych.

Aby otrzymaé wykres funkeji f(z) = sinz dla ¢ € R, mozemy skorzysta¢

z okresowosci tej funkeji. Wykres funkeji sinus nazywamy sinusoida.

4 flz) =sinz
£ 1[‘/\J /\X
N \/ﬂ A % N

Wiasnodei funkeji f(z) = sina:

a) dziedzing jest zbiér liczb rzeczywistych;

b) zbiorem wartoéci jest przedzial (=151);

¢) jest funkcja okresowa o okresie podbtawowym =%

d) wartosé najmniejsza —1 przyjmuje dla & = 9% 4 2km, gdzie k € C:
€) wartodé najwickszq 1 przyjmuje dla z =3 + Eh-r gdzie k € C;

f) wartogé 0 przyjmuje dla z = krm, gdzie k € C.

3.5, Wykresy funkeji sinus | cosinus
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1136

— ginx jest kazdy punkt o wspéirzed-

est nim punkt @(0,0) prawdziwa

etrii wykresit funkeji f(

Srodkiem sy =
- . W szezegolnosel J

nveh (km, 0), gdzie k €

jest wige ponizsza wlasnosc. Y fle) = sins

Dla kazdego x € R:

sin(—x) = —sine

Cwiczenie 1
a) Podaj wartosé sin( —75°%),

jedli wiadomo, ze sin75° =

b) Podaj wartos¢ sin 15°, jedli wiadomo, ze sin(— 158 =

funkeii f(z) = sina jest kazda prosta pionowa okreslona

Osig
réwnaniem 7
W szezegblnodei jest nia prosta T =

prawdziwa jest wiec ponizsza wlasnosé.

symetril wykresu

+ k. gdzie k € C.

flz) =sina

Dla kazdego x € R:
sin(m — @) =sinx 7T T Z r-u 7

Przykiad 1

a) Podaj te argumenty € (0:2

wartodé 5.

Z wykresu funkeji f(z) = sinz odezy-

tujemy, ze réwnosé sinx = 1 zachodzi
= z 1
: §

6

dlag=gforazdlaz=nm—F%
—1

b) Podaj te argnmenty « € (0; 2%}, dla ktérych funkeja f(x) = sin ¢ przyjmuje

wartosé —g.
Z wykresu funkcji f(z) = sinz odezy- ‘1 f
tujemy, ze rownosé sina = 73 zacho- Vi &2

dzi dla r = « oraz dla

z=2r—F =
G

Cwiczenie 2
Podaj, dla jakich ar mtéw & € T —

s @ gumentow & 7 via fla : : :
e w z € (0;2r) funkeja f(z) = singz preyjuuje

1

a) ‘/Tj b) =38, c) ¥2
3 2,

3. Funkeje tryponometryczne

Wykres funkeji cosinus
Cwiczenie 3
Przerysuj ponizsza tabele do zeszyt

Aby otrzymac wykres funkeji f(x) = cosz dla £ € R. mozemy skorzvstad

7 tego, ze jest to funkeja okresowa o okresie podstawowym T =
Wykres funkcji cosinus nazywamy cosinusoida

Dziedzina funkeji f(z) = cosx jest zbidr liczb rzeczywistych, a jej zbiorem
wartodci jest przedzial (—1:1).

Cwiczenie 4
Dla jakich @ € R funkeja f(x) = cosx prayjmuje wartos

:a)l, B0, ¢) —17

0§ OY jest osig symetrii wykresu funkcji f(z) = cos:r, prawdziwa jest wige

sa wlasnose.

poni

flx) = cosa

Dla kazdego x € R:

cos(—z) = cosx

Cwiczenie 5
Podaj réwnania prostych, kt
punktow, ktore sg drodkami syme

Gre sg osiami symetril W ‘kresu funkeji y = cosx
oraz wspolrzedne trii tego wykresu.

Przykiad 2

_dla ktérych funkcja f(x) = cose preyj-

osinUs

137
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Cwic;enie 6 s € (-3man) funkeja f(x) = cOST prayjmuje Funkeje f: Dy — R nazywamy parzysta wie-
Podaj. dln jakich argit dy i tylko wtedy, gdy dla kazde] liczby = & D,
‘.\'-‘IlftrJS"‘ a3 g liczba —& rowniez nalezy do dzir*(l:/.iuy funk-
a) 2, e ¢ji f oraz zachodzi réwnosé:
f(‘-"" = f(z) Funkeja. f(z) = cosx,

/——‘— | « na dla r € R. jest parzysta.
ZADANIA Wykres funkeji parzystej jest symetryczny wzgledem osi QY
lanym przedziale? L i

d) (0:32)

. B o ) = sina W poc
funkcja f(x) I Funkcje f: Dy — R nazywamy nieparzysty
wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby
r € Dy liczba —x réwniez nalezy do dziedzin‘\'
funkeji f oraz zachodzi réwnosé: l

1. Tle miejsc zerowych ma

a) (0:27) b) (-

| miej funkeji _ cos e nalezace do przedziahu:
2. Podaj miejsca zerowe funkeji f(x) = cosI nalezace do pr alu
| sin a, okreslo-

f(=z)=—f(x) nadlaz € R, jest nieparzysta.

Wykres funkeji nieparzystej jest symetryczny wzgledem punktu O(0,0).

b) (-2

3. Naszkicuj wykres funkcji f(x) = sinx, gdzie z € (—27; 2m). Korzystajac
z wykresu, podaj przedzialy, w ktérych funkeja T
8. Zbadaj parzystosé funkeji f.

a) przyjmuje wartosci dodatnie, b) rosnie, ¢) maleje.
) a) f(z) = —sinz e) flx)=zsinz ) flw)=cosz+1
4. Naszkicuj wykves funkeji f(x) = cosx, gdzie @ € (—m; 3m). Korzystajac b) f() £ f B sinz+1
i 2 ; 5 : ) T) = T)=z"smnx j ) = ———
z wykresu, podaj przedzialy, w ktérych funkcja f: C ST (z) SIL& i) fl=) =
R Pl = 52 TR B ety
a) przyjmuje wartosci ujemne, b) ro$nie, ¢) maleje. ¢) f(x) = sinzcosa g) [(z) =zsmx k) f(x) =zcosa
! .2 i ’
d) f(z)=sin"z h) f(z) = —|sinz| ) f(z) = —acosz
5. lle rozwiazafi w podanym przedziale ma ponizsze rownanie w zalezno:
od parametru m?
A s . Przyblizone wartosei funkeji sinus i cosinus (dla .malych” ) mozemy ob-
a) sinz = m, (0;4n) ¢) cosz =m, (0;4m) s 2 : - F 9.5
’ i liczy¢, korzystajac ze wzoréw (gdzie nl = 1:2:3-...-n)
b) sinz =m, (=7 d) cosz = m, (—m; 3m) z®
| ’ sinx ~ .
I 6. Oblicz sume wszystkich rozwigzan réwnania:
a) sinz = 0,7, ktére naleza do przedziatu (0; 67),
{ b) cosz = 3. ktére nalezy do przedziatu (—4m; 47), Na przyklad: sin §

R

Przerysuj do zeszytu i wzupelnij tabele
przyblizonych wartosci funkcji sinus i co-
h wzorow.

Objasnij sposb otrzymywania sinusoidy, korzystajac z rysunku (katowi
odpowiada punkt P na okregu). . i @ &

sinus, korzystajac z powyzszyc

T

15, Wykresy funkgji sinus i cosi
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3. Funkcje trygonometryczne

L

2. Naszkicuj wykres

Naszkicuj wykres funkeji f i podaj jel

a) f(x)= sin(x — g:,)

) flz)= sin(z+ §

funkeji f i podaj jej zbior wartosci.

a) f(x)=sinz+3

b) f(z) = cosz + 2

a) f(z)=sin(x —

b) f(x) = cos(z —

)

) +1

5 -2

a) flz)=—tgr+1
b) flz) = —ctgr — 1

a) flz)=1-tg(z

~3)

b) flz) = teg(z + oh—1

. Rozwigz réwnanie:

¢) flz) =cos(z — §)

d) f(z) = cos(z +)

¢) flz) =sina - 2

d) f(z) = —sinz + 1

. Naszkicuj wykres funkeji f i podaj jej zbiér wartosci.

PRI e — e e

miejsca zerowe.

e) f(z) = —sin(z - )
B fla)=— ('(J.\’(.r < i;.)

e) fim)i=2=cosy

f) f(x)=—sinz—3

o) f(z)=sin(z+ %) -2

) fle)=tg(z+§)
d) f(z)=ctg(e+3)

. Naszkicuj wykres funkeji f.

. Naszkicuj wykres funkeji f i podaj jej dziedzine.
a) flz)=tglz—3) ¢
b) flz)=te(z— %)

d) f(z)=—sin(fz—%)+1

e) flz)=tg(—w)-2
d) f(z) =1+ctg(—x)

. Naszkicuj wykres funkeji f i podaj réwnania asymptot.

¢) fla)=—ctg(r+ %) —1
d) f(z) =ctg(Z —x) +1

a) tg(x — &) = ¥, korzystajac z wykresu funkeji f(z) = tg(x — =)
b) tg(x + I) = —1, korzystajac 2 wykresu funkeji f(z) = tg(z + ).
O

- Naszkicuj wykres funkeji f i, korzystajgc

nania f(x) = a nalezgee do przedziatu (—2m; 27)

a) f(x) = sin(z — 3), @

2
b) f(#) = cos(x+3), a= o

Podaj zbiér wartosci funkcji f.

a) f(z) =sinz+4
b) f(z) =sinz -3

¢) f(r)=cosp— i

d) fz) =— cos(z — )
&) fl) =8 — cosn
B ) =] sing

I
i

g

1

)

e) flz)= sin(z + 2

d) f(;zt):sin(.lr—% 5

)
)

) fli%

() = sin®z + 1

i
flz) =1-cos?x
i

(@) = 24-cos? (.1' +

Ly
2

% niego, podaj rozwigzania réw-

)

——————————

+3.8. Przeksztalcenia wykresy funkgji (1)

Na ponizszym rysunku przedstawiono wykresy fi
sielony), f(x) = sinz (kolor czerwony), h( :

‘ l-llk(']ii g(z) = Lsinx (kolor
T) = 2sinx (kolor niebiesk)

Zauwazmy, ze jesli do wykresu funkeji f(z) = sin z nalezy punkt (2. Yo). to do
wykresu funkeji g(z) = § sinx nalezy punkt (0. 510). a do wykrm;u funkeji
h{z) = 2sinz — punkt (xq,2y). Wykres funkeji g jest ,cidniety” wadbus
osi OY, a wykres funkeji b — rozciagniety”.

DEFINICJA
Dla funkcji y = asinz (y = acosx), a # 0. liczbe |a| nazywamy amplituda ‘

wykresu funkeji sinus (cosinus).

Cwiczenie 1

Na rysunku ponizej przedstawiono wykresy funkeji: f, ¢ i h. Dobierz wzor do
kazdego wykresu i podaj zbior wartodel kazdej funkeji.
a) f(z) = —isinz, g(v) = —sinz, b) f(z) = §cosz, glx) = cosx,

h(z) = 2cosx
¥

h(z) = —2sinz

Cwiczenie 2 r

Naszkicuj wykres funkeji f, podaj jej zbiér wartodci i amplitude jej wykresu.
A LA ! S e

a) f(T‘) = 3sing C) f{l) = %Shl,l' €) f(l) = —5 COST

Wi [ T) = -2,

b) f(x) = dcosz d) f(z) =—2cosw f) flz)

@
Hsinar

1.9, Preekszalienia wykresu funkigi (1

1
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Przyklad 1

el = Lo
Naszkicuj wykres funkeji f(x) = 3 182

Szkicujemy wykres funkeji f, korzysta-
jesli do wykresu funk-

jac z tego. e
o, U0)s

cji g(x) = tg& nalezy punkt (

to do wykresu funkeji f nalezy punkt
(.u..jm.).

Cwiczenie 3

Naszkicuj wykres funkeji f.

a) f(z)=2tgx b) f(z) = 3 ctga

ZADANIA

1. Naszkicuj w jednym ukladzie wspétrzednych wykresy funkeji:

a) f(z) = 2sinz, g(z)=2sin(x— %), A(x)=2sin(z -
h) f(z) = 3cosz, g(z)=3cos{z+ %), h(zx)=3cos(a
¢} flz) = %sin_r r/{r)— sin(x + 1|) hizx) sin

3

d) f(x) =2cosx, g(r)= 21-(1:-:(‘1' — 27),

2. Naszkicuj wykres funkeji [ i podaj jej zbiér wartosci.
a) f(r) = —2sin(z — %) b Hz)=
3. Naszkicuj wykres funkeji f.

c) f(z) =2tg(z +
d) o= %1_;_-’(; —

a) f(z) = -2tga
b) f(z) = —5ctga
4. Na rysunku obok przedstawiono wykresy
funkeji: f;(z) = ay sinz. folz) = agsinz,
f3(x) = agsinz. Wyznacz: a1, az, as.
5. Naszkicuj wykres funkeji f(z) = acosu,
a) f(m)=-3, b) f(r)=2.
6. Oblicz wartos¢ wspéle zynnika q,
punkt P nalezy do wykresy funkcji f.
a) f(z) = asinz. P('I.j)
b) f(z) = acosz, p(L{ 1)

Jjesli:

jesli

3. Funkgje trygonometryczne

72('()&(‘1' —

")+|

6

e) flz)=—Ftg(z - %)
f) f(z)=—2ctg(a+ &
v
h
fa
e z /i 3r
fs

¢) f(z)=atga, P(-Z1)
d) f(z) = actgz, P(3m,—6)

7:

Przeczyta] informacje w ramee,

Na rysunkach ponizej pokazano, j

otrzymac wykres funkeji y = 2F () oraz v

Plzo,yo)

Jesli do wykresu funkeji y = f(x) nalezy
punkt Pxo, yo), to do wykresu funkeji
y = 2f(x) nalezy punkt Q(a, 2yy).

ink z wykresu funkei Wy =

= [(x)

vkres funkeji y = L

i
5 £ (

mozna

Jedli do wykresn funkej iy = fla) nalezy
puul\ Plro,ya). to do wykresu funkeji
o= *j“ ) nalezy punkt Rizq —uus

Naszkicuj wykresy funkeji: y = 2f(z) oraz y = 1 fl2).

a) Y c)

b) v

8. Naszkicuj wykresy funkeji: f, g i b
a) f(z) =z, qmzzzrn-) h(x r%f
b) f(z) =22, g(z)=2f(x), h(z) =1
¢) f(@)=|al, glz)= —‘-Xf(.-r- ha) = ~3f(@)
d) fl@)=1+2, glz)=3f(a). h(x)=3/)

[{z)

Il

9. Czy wykresy funkeji y = f(z) iy =

wspolne?

af(x), gdzie a # 1, maja punkty










